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ĆWICZENIE  IV 
 
 
FILTRY CYFROWE 
 
 ? (00)   
 
Celem ćwiczenia jest poznanie wybranych metod projektowania filtrów cyfrowych SOI oraz NOI oraz 
przeprowadzenie filtracji symulowanych sygnałów dyskretnych. 
Wykonując ćwiczenie zwrócić uwagę na oznaczenia ikonami poszczególnych akapitów tej instrukcji. Mają one 
na celu usprawnienie wykonywania ćwiczeń. 
Oznaczenia   
 
 ?           przykłady  
 ?           opis funkcji MATLABA (help) 
 ?           zadania do wykonania. 
 ? (15)   oznacza, iż aktualne zadanie powinno być wykonywane w czasie nie późniejszym niż 15 
minuta ćwiczeń.  
 
Czas wykonania ćwiczenia wynosi 180 minut.  
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WSTĘP 
 
Cyfrowe filtrowanie sygnału polega na przekształcaniu sygnału wejściowego x(n) na sygnał wyjściowy y(n) 
według zależności: 
( ) ( ) ( )
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m k
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Schemat blokowy układu dyskretnego, realizującego równanie filtra rekursywnego (1) przedstawia rysunek 1. 
Blok „z-1” oznacza układ opóźniający sygnał o jedną próbkę. Odpowiednio dobrane rzędy opóźnień M i N, oraz 
wartości współczynników bm  (m=0,1,2,...,M),  ak  (k=1,2,...,N) pozwalają na realizację filtrów o wymaganych 
charakterystykach.  
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Rys. 1. Schemat blokowy filtra cyfrowego NOI (ang.IIR – Infinite Impulse Response).  
 
Jeżeli wszystkie współczynniki ak  (k=1,2,...,N) są równe zero równanie (1) upraszcza się do układu filtra 
nierekursywnego (2) 
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Rys. 2. Schemat blokowy filtra cyfrowego SOI (ang.FIR –Finite Impulse Response).  
 
Projektowanie oraz analizę filtrów cyfrowych ułatwia zastosowanie transformaty Z.   
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Algorytm filtracji 
 
Algorytm realizujący cyfrową filtrację sygnałów ze względu na ograniczenia w sposobie indeksowania tablic 
w programie Matlab (indeksy tablic numerowane są od 1 a nie od 0) realizuje odpowiednio zmodyfikowane 
równanie (1) 
( ) ( ) ( )
1 2
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m k
m k
y n b x n m a y n k
= =
= − + − −∑ ∑ 1+     (3) 
 
Do przechowywania próbek wejściowych wykorzystywany jest bufor bx o długości M, i dla próbek 
wyjściowych bufor by o długości N-1. W algorytmie zastosowano tzw. bufory przesuwne, tzn. kolejne nowe 
próbki sygnałów -wejściowego i wyjściowego są umieszczane jako pierwsze w buforze. Przed umieszczeniem 
buforach nowej próbki następuje przesunięcie wszystkich wartości o jeden w prawo. W ten sposób najstarsza 
próbka jest usuwana w bufora.  
 ?   
Przykład 1 
% y=filter (b,a,x)    % funkcja Matlaba 
 
% Algorytm filtracji z buforami przesuwnymi 
function y=filterBP(b,a,x)           
Nx = length(x);                      % długość sygnału 
M=length(a); N=length(b);            % liczba współczynników 
a=a(2:N); N=N-1;                     % usunięcie a(1)=1 
bx=zeros(1,M); by=zeros(1:N); y=[];     % inicjacja buforów 
for n=1:Nx                              % powtórz dla wszystkich próbek 
    bx=[x(n) bx(1:M-1)];                % nowa próbka wej.do bufora 
    y(n)=sum(bx.*b) – sum(by.*a);       % filtracja 
    by=[y(n) by(1:N-1];                 % nowa próbka wyj.do bufora 
end 
 
 ? (10)   
ĆWICZENIE 1 
 ?            
a. Zrealizuj funkcję filterBP jak w przykładzie 1. Sprawdź poprawność działania funkcji dla wybranego 
filtra opisanego równaniem różnicowym drugiego rzędu (4). Wybierz dowolnie współczynniki bm , ak . 
 
  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 1 2 1 21 2 1y n b x n b x n b x n a y n a y n= + − + − − − − − 2    (4) 
 
b. Oblicz i wykreśl charakterystykę amplitudową filtra, 
c. Oblicz transmitancję filtra, wykreśl położenie zer i biegunów transmitancji, 
d. Wykreśl odpowiedź impulsową filtra, 
e. Narysuj schemat blokowy filtra, 
f. Sygnałem wejściowym jest szum o rozkładzie równomiernym (rand). Oblicz i wykreśl widmo 
amplitudowe sygnałów na wejściu i wyjściu filtra. 
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Projektowanie filtrów cyfrowych metodą  „ZER I BIEGUNÓW” transmitancji 
 
Jedną z metod pozwalającą projektować filtry cyfrowe obu typów (SOI oraz NOI) jest metoda „zer i biegunów” 
transmitancji układu dyskretnego.  
 
Obliczając transformatę Z obu stron równania filtra (1) otrzymujemy: 
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stąd transmitancja układu wynosi 
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Transmitancję można przedstawić w formie: 
 
( ) ( )( ) ( )( )( ) ( )
0 1 2
0 1 2
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b z z z z z z
H z z
a z p z p z p
− − − −= − − −
…
…     (7) 
Podstawienie  jz e ω=   pozwala  na interpretację częstotliwościową  transmitancji, a przez to odpowiednie 
kształtowanie charakterystyki filtra poprzez dobór wartości zer i biegunów. Zmienną 2 / pf fω π=  należy 
interpretować jako tzw. pulsację unormowaną. Zmieniając wartość częstotliwości f od 0 do fp  poruszamy się na 
płaszczyźnie zmiennej zespolonej z po okręgu jednostkowym. 
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oznaczając moduły i kąty w równaniu (8) 
 jm mB e z
ω= − ,  jn nA e pω= − ,  ( )arg jm me zωψ = − ,  ( )arg jn ne pωϕ = −
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Projektowanie metodą „zer i biegunów” jest bardzo prostą i intuicyjnie zrozumiałą metodą, która opiera się na 
równaniu (10). Zgodnie z nią: 
• umieszczając zero transmitancji w pobliżu wybranego f na okręgu jednostkowym, powodujemy 
tłumienie tej częstotliwości przez filtr. Jeżeli zero leży dokładnie na okręgu jednostkowym to filtr 
całkowicie filtruje składową o tej częstotliwości.  
• Zbliżanie bieguna do okręgu ( wszystkie bieguny muszą znajdować się wewnątrz okręgu 
jednostkowego) powoduje wzmacnianie składowej o częstotliwości związanej z tym punktem na 
okręgu, który jest najbliżej bieguna.  
• Zera i bieguny jeżeli są zespolone, zawsze występują w parach sprzężonych.  
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Im
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Rys. 3. Ilustracja graficzna metody projektowania transmitancji filtra metodą zer i biegunów.   
 ?   
Przykład 2. 
 Należy zaprojektować filtr, który będzie z sygnału zawierającego 2 składowe o częstotliwościach 50Hz 
(sygnał użyteczny ) i 200Hz  (zakłócenie) filtrował składową zakłócającą. Częstotliwość próbkowania fp wynosi 
1000Hz.  
 Zgodnie z metodą „zer i biegunów” aby wyzerować składową 200 Hz należy umieścić zero transmitancji na 
okręgu jednostkowym w punkcie określonym jako 
     ( ) ( )11 2 / 2 200/1000 2/ 51 pj f f jj jz e e e eπ πω π= = = =  
Aby wielomian licznika transmitancji posiadał współczynniki rzeczywiste transmitancja posiada także zero 
sprzężone    * 21
jz e π−= / 5
Aby filtr wzmacniał sygnał o częstotliwości 50Hz powinien posiadać biegun wewnątrz okręgu jednostkowego 
blisko punktu związanego z tą częstotliwością np.: 
     ( ) ( )22 2 / 2 50 /1000 1/102 0.98 0.98 0.98 0.98pj f f jj jp e e e eπ πω π= = = =  
oraz biegun z nim sprzężony   * 12 0.98
jp e π−= /10
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Transmitancja filtra: 
 
  ( ) ( )( )( )( )
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1 1
1 * 1 /10 1 /10
2 2
1 1 1 1
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   ( ) ( )( )
1 2 1 2
1 2 1
1 2cos 2 / 5 1 0.618
1 0.98 2cos /10 0.9604 1 1.864 0.9604
z z z zH z
z z z z
π
π
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Równanie różnicowe 
 
   ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) (0.618 1 2 1.864 1 0.9604 2y n x n x n x n y n y n= − − + − + − − − )  
 
Schemat blokowy 
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 ?   
Przykład 3. 
 
% Algorytm projektowania filtrów cyfrowych metodą „zer i biegunów” 
clear all; clf;  
fpr=1000;                   % częstotliwość próbkowania 
% parametry zer i biegunów transmitancji 
fz = [ 200 300 ];           % częstotliwość zer w Hz 
fp = [ 50  ];               % częstotliwość biegunów w Hz 
Rz = [ 1   ];               % promienie zer 
Rp = [ 0.98 ];              % promienie biegunów 
fmax =500; df = 0.1;        % parametry widma Fouriera 
% oblicz zera i bieguny transmitancji 
fi_z=2*pi*(fz/fpr);          
fi_p=2*pi*(fp/fpr);          
z=Rz.*exp(j*fi_z);           
p=Rp.*exp(j*fi_p);           
z=[z conj(z)]';             % dodanie zer sprzężonych 
p=[p conj(p)]';             % dodanie biegunów sprzężonych 
% polożenie zer i biegunów - wykres 
figure(1);zplane(z,p); 
% oblicz współczynniki transmitancji 
[b,a]=zp2tf(z,p,1); 
% charakterystyka częstotliwościowa - wykres 
N=2000; 
[H,F] = freqz(b,a,N,fpr); 
figure(2); 
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subplot(211); plot(F,abs(H));grid; title('|H(f)|'); xlabel('f [Hz]'); 
subplot(212); plot(F,angle(H));grid; title('|kat(f)|'); xlabel('f [Hz]'); 
% generacja sygnałów testowych 
Nx=1024; n=0:Nx-1; dt=1/fpr; t=dt*n; 
f1=50; f2=200; f3=300; 
x=sin(2*pi*f1*t)+sin(2*pi*f2*t)+sin(2*pi*f3*t); 
%x=rand(1,Nx); 
%filtracja sygnału  
y=filter(b,a,x);                    % funkcja Matlaba 
%y=filterBP(b,a,x);             % funkcja ćw.nr 1 
% wyniki filtracji - wykresy 
figure(3); 
subplot(211); plot(t,x); grid; axis tight; title ('wejscie x[n]') 
subplot(212); plot(t,y); grid; axis tight; title ('wyjscie y[n]') 
xlabel('nr probki n'); 
n=Nx/2+1:Nx; X=freqz(x(n),1,N,fpr)/(Nx/4);Y=freqz(y(n),1,N,fpr)/(Nx/4); 
X=abs(X); Y=abs(Y); 
figure(4); 
subplot(211); plot(F,X); grid;  title ('wejscie X[f]') 
subplot(212); plot(F,Y); grid;  title ('wyjscie Y[f]') 
xlabel('f [Hz]'); 
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Rys. 4. Wykresy wykonane przez program Matlaba z przykładu nr 3 
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 ? (50)   
ĆWICZENIE 2 
 ?            
a. Wykorzystując przykłady 2 i 3 zaprojektuj metodą „zer i biegunów” 
transmitancji, 2 typy filtrów (SOI i NOI), których celem jest filtracja 
wybranej składowej użytecznej z sygnału, w obecności szumu i 2 
składowych zakłócających. Przyjmij amplitudy wszystkich składowych 
jednakowe, fazy przypadkowe, natomiast częstotliwości składowych 
użytecznej fu i zakłócających  fz1, fz2 zgodnie z tabelą.  Poziom szumu o 
rozkładzie normalnym należy przyjąć w granicach 10-20% względem 
amplitudy składowych harmonicznych. Staraj się minimalizować rząd 
filtrów. 
Ćw.2 
Gr. fu fz1 fz2 
1 100 50 300
2 110 50 400
3 120 50 300
4 130 70 400
5 140 70 300
6 150 70 400
b. Wykreśl położenie zer i biegunów transmitancji, oblicz transmitancje obu filtrów (SOI i NOI), 
c. Wykreśl ich charakterystyki amplitudowe i fazowe, 
d. Wykreśl odpowiedzi impulsowe filtrów, 
e. Wyprowadź równania różnicowe i narysuj schematy blokowe filtrów, 
f. Zbadaj filtrację z zadanym sygnałem wejściowym. Oblicz i wykreśl widmo amplitudowe sygnałów na 
wejściu i wyjściu filtra. 
 
 
Projektowanie filtrów typu SOI  „METODĄ OKIEN” 
 
„Metoda okien” projektowania cyfrowych filtrów nierekursywnych składa się z następujących kroków: 
 
1. Wybór rodzaju filtra ( dolnoprzepustowy, górnoprzepustowy, pasmowoprzepustowy, 
pasmowozaporowy ) i jego pulsacji granicznych  ωg.  
 
A
ω
ωp
2
ωp
2
ωpωgωg
 
Rys.5 Idealna charakterystyka filtru pasmowego - dolnoprzepustowego 
 
2. wyznaczenie zależności na dyskretną odpowiedź impulsową filtru h[n] za pomocą odwrotnego 
przekształcenia Fouriera 
( )
1
2
1
2
[ ]  
2
p
p
p
jk TTh k H j e d
ω
ω
ω
ω ωπ −
= ∫ sin 22 2
g
p
g
p
g
p
f
f
f
f
kf
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f k
π
π
⎡ ⎤⎣ ⎦=     (12) 
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Rys.6 Odpowiedź impulsowa filtru idealnego, dolnoprzepustowego, fp=10 kHz, fg=700 Hz, A=1 
 
3. wymnożenie obliczonych wartości h[k] (nieskończone gasnące oscylacje) z wybraną funkcją okna 
czasowego w[k] posiadającą skończona liczbę próbek niezerowych: 
[ ] [ ] [ ];wh k h k w k= ⋅      (13) 
[ ] 0w k dla k M= >  
 
4. przesunięcie hw[k] w prawo o M próbek, wówczas rząd filtru wynosi N=2M+1 
5. obliczenie i sprawdzenie charakterystyki częstotliwościowej z wybraną. 
( ) [ ]1
0
H p
N
jk T
w w
k
j h k e ωω − −
=
= ∑      (14) 
 
Tabela zawiera zależności na odpowiedzi impulsowe filtrów „idealnych” o prostokątnej, znormalizowanej (A=1) 
charakterystyce amplitudowej.  
Rodzaj filtra h[k],    
dolnoprzepustowy 
[ ]sin[ ] kh k
k
πυ= π   2 /g pf fυ =  [ ]0h υ=  
górnoprzepustowy 
[ ]sin[ ] kh k
k
πυ= − π   2 /g pf fυ =  [ ]0 1h υ= −  
pasmowoprzepustowy 
[ ][ ] 2 1sin[ ] sink kh k
k
πυ πυ
π
−=  2 22 /g pf fυ =    1 12 /g pf fυ =  
[ ] 2 10h υ υ= −  
pasmowozaporowy 
[ ][ ] 1 2sin[ ] sink kh k
k
πυ πυ
π
−=  2 22 /g pf fυ =    1 12 /g pf fυ =  
[ ] ( )2 10 1h υ υ= − −  
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 Aby zaprojektować filtry o większym tłumieniu w paśmie zaporowym oraz mniejszym poziomie 
„zafalowań” w paśmie przepustowym (niż dla okna prostokątnego) należy jako w[k] innej funkcji okna 
wycinającego współczynniki h[k].   
 
Definicje wybranych okien o długości nieparzystej N=2M+1 przedstawia tabela: 
 
Okno w[n],   M k M− ≤ ≤  
prostokątne [ ] 1w k =  
Barletta [ ] ( )1 1w k k M= − +  
Hanninga ([ ] ( ))0.5 0.5cos 2 / 2 1w k k Mπ= + +  
Hamminga ([ ] ( ))0.54 0.46cos 2 / 2 1w k k Mπ= + +  
Blackmana ([ ] ( )) ( )( )0.42 0.5cos 2 / 2 1 0.08cos 4 / 2 1w k k M k Mπ π= + + + +  
Kaisera [ ] ( )( ) [ ]0.520 0 01 / / ,w k I k M I I funkcja Besselaβ β⎡ ⎤= − −⎢ ⎥⎣ ⎦  
 
 ?   
Przykład 4 
Projektowanie filtru pasmowozaporowego metodą okien 
clear; 
% parametry filtra  
fp=1000; 
fg1=150;fg2=300; 
% oblicz próbki okna (np. Hanninga) 
M=20; 
k=-M:M; 
w=0.5+0.5*cos(2*pi*k/(2*M+1)); 
figure(1);plot(k,w);title('Funkcja okna');grid; 
% oblicz odpowiedź impulsową filtra 
v1=2*fg1/fp; 
v2=2*fg2/fp; 
h0=1-(v2-v1); 
m=1:M; 
h1=(sin(pi*v1*m)-sin(pi*v2*m))./(pi*m); 
h=[fliplr(h1) h0 h1]; 
figure(2);plot(k,h);title('Odpowiedz impulsowa filtra');grid; 
% iloczyn odp.impulsowej z fun.okna 
hw=h.*w; 
figure(3);plot(k,hw,'r');title('Odpowiedz impulsowa filtra z oknem');grid; 
%charakterystyka częstotliwościowa; 
NF=1000; fmin=0; fmax=fp/2; 
f=fmin:(fmax-fmin)/(NF-1):fmax; 
w=2*pi*f/fp; 
HW=freqz(hw,1,w); 
figure(4);plot(f,abs(HW));title('Modul');xlabel('czest.[Hz]');grid; 
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Rys. 7 Wykresy wykonane przez program Matlab z przykładu nr 4 
 
 
 ? (90)   
ĆWICZENIE 3 
 ?            
 
a. Korzystając przykładu nr 4 zaprojektuj  filtr dolnoprzepustowy typu SOI, 
dla zadanej częstotliwości granicznej fg, utwórz wykresy 
współczynników oraz  charakterystyki częstotliwościowe. Przyjmij 
częstotliwość próbkowania fp. Przyjmij rząd filtru N  oraz okno 
wycinające prostokątne. 
b. Sprawdź wpływ zmiany rzędu filtru na jego charakterystyki ( dla 3 
różnych rzędów). Zwróć uwagę na nierównomierności w paśmie 
przepuszczania, szerokość pasma przejściowego  ( wykresy w skali liniowej),  oraz poziom tłumienia w 
paśmie zaporowym ( wykresy w skali logarytmicznej). 
Ćw.2 
Gr. fg fp N 
1 300 8000 81 
2 350 7000 91 
3 400 5000 61 
4 450 5000 81 
5 500 8000 91 
6 550 7000 71 
c. Sprawdź wpływ zmiany typu okna wycinającego na charakterystyki zadanego filtra. 
d. Utwórz własną funkcję okna, zaprojektuj filtr  w oparciu o nią, porównaj charakterystyki amplitudowe i 
fazowe z innymi typami okien. (może przejdziesz do historii!) 
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Projektowanie filtrów typu NOI  „METODĄ TRANSFORMACJI BILINIOWEJ” 
 
 Metoda transformacji biliniowej należy do metod pośrednich, projektowania cyfrowych filtrów 
rekursywnych. Polega ona na przekształcaniu filtrów analogowych na filtry cyfrowe. 
 Zakłada się, że dla każdego filtru analogowego ( )aH s  można skonstruować filtr cyfrowy  taki, że  ( )cH z
 
( ) ( )ja cH j H e ωω =  
 
W transformacji biliniowej przyjmuje się następujacą funkcję przekształcajacą: 
 
2 1
1p
zs
T z
−= ⋅ +  
Przykład 5 
 ?   
[zz,pp,wzm]=bilinear(z,p,wzm,fp)  % funkcja Matlaba 
 
Transformacja biliniowa  
function [zz,pp,wzm]=bilinearTZ(z,p,wzm,fp)          
pp=[];zz=[]; 
for k=1:length(z) 
    zz=[zz (2*fp+z(k)/(2*fp-z(k))]; 
    wzm=wzm*(2*fp-z(k)); 
    end 
for k=1:length(p) 
    pp=[pp (2*fp+p(k)/(2*fp-p(k))]; 
    wzm=wzm*(2*fp-p(k)); 
    end  
if (length(p)>length(z)) zz=[zz -1*ones(1,length(p)-length(z));end 
if (length(p)<length(z)) pp=[pp -1*ones(1,length(z)-length(p));end 
 
 ? (140)   
ĆWICZENIE 4 
 ?            
 
 
Celem ćwiczenia jest projekt filtra cyfrowego, którego prototypem jest analogowy układ elektryczny RLC. 
R
C
L
X Y
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a. Wybrać parametry R,L,C obwodu, tak aby częstotliwość rezonansowa 0
1
2
f
LCπ=  mieściła się 
w granicach od 3.2kHz do 3.8kHz, a współczynnik dobroci 
1 L
Q
R C
=   zawierał się w granicach 
od 2 do 3. 
 
b. Wyznaczyć transmitancję analogową filtra prototypowego oraz jego charakterystykę amplitudową, 
c. Zaprojektować metodą transformacji biliniowej filtr cyfrowy, który symuluje czwórnik RLC 
przyjmując częstotliwość próbkowania  fp=16kHz, obliczyć transmitancję filtra cyfrowego 
d. Wykreślić położenie zer i biegunów transmitancji, 
e. Wykreślić charakterystyki amplitudową i fazową, 
f. Wykreślić odpowiedź impulsową filtra cyfrowego, 
g. Wyznacz równanie różnicowe i narysuj schemat blokowy  
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